Algebra

Ecuaciones y Sistemas Lineales'

Resolver una ecuacion en encontrar todas su soluciones o llegar a la conclusion de gue
no tiene ninguna.

Ejemplo 1. a) x>-1=0 tiene dos soluciones, x =1 y x =-1
b) x>+ 1=0 es una ecuacion sin soluciones en R.

¢) 2x +3y = 0 tiene infinitas soluciones, (0,0), (-3,2), (3, -2)....

Ecuaciones equivalentes
Dos ecuaciones son equivalentes cuando admiten la mismas soluciones. Se cumple:
+»+ Si se suma o resta un mismo numero a los dos miembros de una ecuacion, se ob-
tiene una ecuacion equivalente a la primera.
% Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuaciéon por un mismo
nimero distinto de cero se obtiene una ecuacion equivalente a la primera.
Trasposicion de términos. Aplicando las reglas anteriores deducimos dos reglas
practicas:
» Siun nimero aparece en un miembro sumando, se le puede pasar al otro
miembro restando. Si esta restando pasara sumando.
» De igual manera si esta multiplicando pasa dividiendo y al revés.

Esto se llama trasponer términos.
Ejemplo 2: Laecuacion 5x-1=2x-3 se puede escribir 3x + 2 = 0, trasponiendo términos.

Nota : El segundo miembro de la ecuacion se puede considerar siempre que es 0.

Resolucion “practica” de una ecuacion
Para resolver la ecuacion seguiremos el siguiente orden.

1° Quitar denominadores
Al multiplicar los dos miembros de una ecuacion por el minimo comiin multiplo de sus denominadores,

se obtiene otra ecuacion equivalente a la primera, pero sin denominadores.

2° Quitar paréntesis

Se efectuaran las operaciones indicadas, utilizando la propiedad distributiva.

3° Trasposicion de términos

Se disponen todos los términos que llevan x en un miembro y los demas en el otro.
4° Reduccion de términos semejantes

5°. Despejar la incégnita

Observacion. Dependiendo de la ecuacion a resolver puede ocurrir que alguno de los pasos sea innecesa-
rio, se omite y se pasa al siguiente.

Ejercicios de repaso
Resuelve las siguiente ecuaciones

2
1 (2x—4) _s5. x(x+1)
8 2
Solucién.
Multiplicamos los dos miembros por 8 (es el m .c. m. de los denominadores)
(2x-4)* = 40 +4x(x +1)

4x* —16x +16 = 40 + 4x” +4x
4x> —16x +16 =40 +4x" +4x

' Se incluye repaso de 1°.
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Reduciendo términos semejantes:

16x-4x=40- 16 -20x =24 xX=——=—=-1,2
-20 5

2) x—l_'_3x_x+7:4x+7+11

4 6 9

5 9 25

3) (x+1) —(x+2)(x=3)+-x——x="—
) (x+1D)7 = (x+2)(x-3) PR
Hix, 4

2 2+x
Solucion.

Multiplicamos por el M. C. M de los denominadores, que es 2(2 +x):
(2 +x)(2-x) +4.2 =2(2 +x)
4 X’ +8 =4 +2x,
agrupando términos y organizando la ecuacion

-24+6
=2
—2+.4-(-
0=x"+2x 8= x= ( 32): 2
o) -2-6
=—4
2
5)ﬂ2—ﬂ+(x—DG—2):1
3 2
2
6)(x+1) _)c+1:9
2 4

7) x+2vx—-1-4=0
Solucion.
Se procede de la forma siguiente:
1) Se aisla la raiz:
2dx—-1=4-x
2) Se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:
4(x-1)=(4-x)* = 4x-4 = 16-8x +x°
3) Se resuelve a ecuacion de 2° grado que resulta
x>-12x +20=0 x=10yx=2 (comprobarlo)

4) Se comprueban las soluciones
Six =10

10+24/10-1-4=0 16-4=0 Falso, no es solucion
Si x =2

2+242-1-4=0 4 - 4=0 Cierto, si es solucion.

8) V7x+1-1=+/3x+10

9) x*— 5x* +6=0 (bicuadrada. Indicacion haz t =x?)

10) x2+%=5
X
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11. X x*x +1=0

Solucion

Descomponemos en factores, usando Ruffini.

Los divisores del término independiente son 1 y -1

1 -1 -1 1

1 0 -1 0

Luego :
X —x7x +1 = (x-1)(x*1)= (x-1)(x +1) (x-1) =(x-1)*(x+1)
y las soluciones son: x =1 (doble) y x =-1

9) x*-8x’+ 18x*11x=0

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de primer grado.

2x+3y =1 i
Ejemplo 1: 3 es un sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas
X—y=

Resolver un sistema es encontrar la solucién (o soluciones) comin a todas ellas, o concluir que
el sistema no tiene solucion.

x=2y-3z=1
Ejemplo 2. {3x+y-7z=0 es un sistema de 3 ecuaciones con tres inconitas

x+5y—-z=2

Clasificacion de sistemas.

Si el sistema tiene solucion se dice compatible. Si la solucion es unica se dice determinado y en
otro caso indeterminado. Si no tiene solucion se dira incompatible.
Es decir se clasifican, segiin el nimero de soluciones en:

Determinados

(segun tengan una o infinitas soluciones)

- Dl {Indeterminados

¢ Incompatibles (ninguna solucién)

Ejemplo 3. El sistema:

2x—y=0 . .
Y es incompatible.
4x-2y=1
Sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas (repaso)
Hay tres métodos algebraicos para resolverlos: sustitucion, igualacion y reduccion
. 2x+3y=1
Ejemplo 2.

3x-2y=0

Multiplicamos la 1* ecuacion por 2 y la 2% por 3. (De esta forma el coeficiente de y en las
dos ecuaciones es el mismo, el m.c.m.
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2x+3y =1 4x+6y=2
Resulta: =
3x-2y=0 9x—-6y=0
2
Sumando obtenemos 13x=2 =>x=—

13

Sustituyendo el valor encontrado de x en la segunda ecuacion:

2
3—-2y=0 =3/13
3 Y y

Nota. A veces es mas comodo usar la reduccion dos veces para encontrar el valor de la otra
incognita.

Ejercicios
Resuelve los siguientes sistemas por el método que creas mas adecuado:

2x—y=3
3x+4y=5

y=3
2) £+2_y:_1

3) y

Solucién
. . . ., 2x+y=12
Para quitar los denominadores multiplicamos por 4 la 1% ecuaciéon =
x+2y=12
Le resolvemos por reduccion doble.
2x+y=12
—2x—4y=-24
Sumando las dos ecuaciones obtenemos una equivalente: -3y = -12—= y =4
Para encontrar el valor de x, eliminamos la y, para ello multiplicando la 1* por -2
—4x-2y=-24
x+2y=12

Multiplicamos la 2? ecuacion por —2 :{

sumando —3x=-12= x=4

Sistemas de ecuaciones con tres (o mds) incognitas

Definicion 1. Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen el mismo con-
junto de soluciones.

El método general de resolver sistemas de ecuaciones consiste en encontrar otro sistema equi-
valente de mas facil resolucion.

Definicion 2. Se llaman transformaciones elementales (o de equivalencia) a aquellas modi-
ficaciones de un sistema lineal que lo transforman en otro equivalente.
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Proposicion.

Las siguientes transformaciones son elementales.

1) Permutar dos ecuaciones.

2) Multiplicar una ecuacion del sistema por un numero distinto de 0.

3) Sumar a una ecuacion del sistema otra multiplicada por un niimero.

4) Cambiar el orden de las incognitas.

5) Despejar una incognita en una ecuacion y sustituirla en las demds ecuaciones.
6) Suprimir o afadir una ecuacion que sea combinacion lineal de las otras.

La demostracion es inmediata en todos los casos.

Meétodo de Gauss

El método de Gauss para la resolucion de sistemas lineales se puede considerar como un gene-
ralizacion del de reduccion (para los sistemas con dos o tres incognitas). En esencia consiste en
hacer, al sistema de ecuaciones lineales, determinadas transformaciones elementales a fin de
obtener un sistema escalonado, mas facil de resolver.

y+2x+3z=-9
Ejemplo 3. Resuelve el sistema< 2y +4x+5z =7
—-5y—6x—z=-1
Multiplicamos la 1* ecuacion por 2 y se la_restamos a la segunda:
y+2x+3z=-9
—-z=11
—S5y—-6x—z=-1
Permutamos las ecuaciones 2° y 3%
y+2x+3z=-9
—S5y—6x—z=-1
—-z=11
Multiplicamos la 1* ecuacion por 5 y se la_ sumamos a la 2%
y+2x+3z=-9
4x+14z =—-46
-z=11

que es un sistema escalonado.

Hasta aqui es el método de Gauss®, ya se ha conseguido un sistema escalonado ahora para resolverlo se
procede (de abajo arriba):

z =-11, de donde

4x = -46-14(-11)= x =54/2, la y la obtenemos sustituyendo estos dos valores en la ecuacion 1?;

y =-9-54+33, y =-30.

La solucion es: (54/2,-30,-11)

Ejercicios
Resuelve los siguientes sistemas
x+2y-5z=4 x—=2y+3z=3
1. {3x-2y+ z=4 2.2x+3y—4z=7
2x—y =3 x—=2y-3z=2
x=2y-3z=1 x—y+3z=3
3.93x+y-7z=0 4. 9 x+2y—z=2
xX+5y-z=2 2x+y+2z=5

? Explicar la forma matricial del método de Gauss
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Significado geométrico de las ecuaciones y sistema lineales’.

1) Significado geométrico de las ecuaciones lineales

Las soluciones de las ecuaciones lineales de 2 y 3 incdgnitas pueden interpretarse de un modo
geométrico en el plano y en espacio tridimensional, respectivamente.

1) La ecuacion ax + by +¢ = 0, como se ha visto en cursos anteriores, representa una recta en el
plano afin. Un vector de direccion es (b, -a) y la pendiente de la recta (el coeficiente de la x) es:

m =-a/b
Si hacemos x =t, quedaria y = —c /b —(a / b)t, que podemos escribir:
X = t
—C a

=%
YT T

“Son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (0,-c/b) y (1,-a/b) es un vector de
direccion.”

Ejemplo 4. Las ecuaciones paramétricas de la recta 6x - 2y +5 =0, son:

=0+1¢ . .
o , pasa por el punto (0,5/2), y un vector de direccion es (1,3).
y=5/2+3t

2) En el espacio tridimensional real la ecuacion :
ax + by + ¢z + d = 0, representa un plano.

En efecto, como, para determinar un plano hay que conocer:
1) un punto por el que pase
2) dos vectores de direccion (vectores 1. independientes contenidos en el plano)

Si hacemos x =t, y =, nos quedaria: { y = s,

C C C
Son las llamadas ecuaciones paramétricas del plano que pasa por (0, 0, d/c) y tiene por vectores
de direccion a (-b/a,1 ,0) y a (-c/b, 0, 1).

Podemos pues concluir que foda ecuacion lineal de tres incognitas representa un plano.

Ejemplo 5. Vamos a encontrar las ecuaciones paramétricas del plano, solucion de la ecuacion
lineal: 2x -3y +z=I.

Solucion:

Si hacemos x=t,ey=s, quedariaz =1 -2t + 3s.
X = t

esta ecuacion se puede escribir:{ y = s,
z=1-2t+3s

que son las ecuaciones del plano que pasa por el punto P(0,0,1) y tiene como vectores de direc-
cion a v(1,0,-2) y w(0,1,3).

Ejercicio. Hallar las ecuaciones paramétricas de los planos siguientes:

a)x=2;

b)2x+z=0;

c)y=-3

d) 2x-4y +2z -1 =0

e)y-2z=3

3 No se pretende un estudio riguroso de los fundamentos de la Geometria analitica plana.
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1) Significado geométrico de los sistemas.

Al igual que en las ecuaciones lineales, consideramos la interpretacion geométrica en el plano
(sistemas de ecuaciones con dos incognitas) y en espacio (sistemas de ecuaciones con tres in-
cognitas).

¢ Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Posiciones relativas de rectas en el plano.
a) Si el sistema es compatible determinado (es decir, solucion tnica), las rectas se cortan. El
punto de corte es la solucion del sistema.

Ejemplo 6. Las rectas 3x +y =5 y 2x —y =3, son secantes , pues tienen distinta pendiente. El

) 3x+y=5

punto de corte lo encontramos al resolver el sistema {2 4 3 (hacerlo)
xX—y=

b) Si el sistema es incompatible las rectas no tienen ninglin punto en comun, son paralelas.
En tal caso los vectores de direccidon son proporcionales.
¢) Cuando el sistema es compatible indeterminado se trata de la misma recta.
Ejercicio®. Dados los puntos del plano (1, 1) y (3, -2), se pide: a) Encontrar de forma razonada
la ecuacion de la recta que pasa por ambos puntos, b) deducir si dicha recta es paralela o si corta
a la recta de ecuacion 3x +y =5y, ¢) en este ultimo caso, calcular el punto de corte.

¢ Sistemas de ecuaciones lineales con tres incognitas.
A) Sistemas de 2 ecuaciones con 3 incognitas.

) . ax+by+cz=d
La resolucion del sistema:
ax+by+cz=d

en términos geométricos es el estudio de las posiciones relativas de dos planos, casos que se
presentan:

m Planos paralelos. Sin puntos comunes, cuando el sistema sea incompatible.

e Planos que se cortan en una recta. Si el sistema es compatible pero indeterminado, con
un grado de libertad.

m Planos coincidentes. Ocurre este caso cuando las dos ecuaciones son equivalentes y el
sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad

B) Sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas:

ax+by+cz=d,

ax+byy+cy,z=d,

asx+byy+cyz=d,4
Cada ecuacion representa un plano en el espacio tridimensional. Luego se trata de estudiar la
posicion relativa de tres planos en el espacio. Las soluciones del sistema son geométricamente

los puntos de interseccion de los tres planos, los casos son:
A Un punto unico. Sistema compatible determinado.. Los tres planos se cortan en P.

P

[] Una recta. Son soluciones todos los puntos representativos de la recta comun. Sistema com-
patible indeterminado con un grado de libertad.

* Selectividad Septiembre 2003
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Los planos se cortan en r.

V¥V Un plano. Los planos son coincidentes. El sistema es compatible indeterminado con dos
grados de libertad.

<€ Ningiin punto. El sistema es incompatible. Esta situacion se presenta geométricamente de
distintas maneras. Para estudiar las posiciones relativas de los planos hay que tomarlos de dos

en dos.
Se pueden presentar varios casos: Que los planos sean paralelos:

/7 /

Ejercicio . Estudiar los demas casos (hay otros tres).

Ejercicios

1) Interpreta geométricamente las soluciones de los siguientes sistemas:
x+2y—-5z=4 x=2y+3z=3

a) 3x—-2y+ z=4 b) {2x+3y—-4z=7
2x— y =3 x=2y-3z=2

2) Calcula k para que los planos siguientes se corten en una recta.
X+ y+ z=2
2x+ 3y + z=3
kx + 10y +4z=11
3) Hallense todos los valore posibles de a, b, y ¢ para que los planos siguientes sean paralelos o
coincidentes:
X + by + 5cz =1
2x + (a-1)y + (3b-1)z =2
b) ¢/ Para qué valores especificos de a, b y ¢ los dos planos anteriores son coincidentes y pasan
por el punto (1,2,-1)
Solucion: Por la condicion de paralelismo:
1/2 =b/(a-1) = 5¢/(3b - 1) = 1/2; serian coincidentes.
Se tiene: 1/2 =b/(a-1), de donde a -1 =2b = a-2b-1=0
1/2=5¢/3b-1)=3b-1=10c = 3b-10c-1=0

a=1+2¢
El sistema es indeterminado, si hacemos b =t, nos queda< b = t [1]
—14+3¢
C =
10

b) Si queremos que ademas pasen por (1, 2, -1) se tendra:
1+2t- (-1 +3t)/2=1,dedondet=-1,
Sustituyendo en [1] se obtiene: a=-1, b= -1, ¢ =-2/5.
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Estrategias para la resolucion de problemas lineales.

Para resolver un problema se necesita realizar cuatro fases”:

1. Comprender el problema.
Hay que leer el problema hasta familiarizarse con ¢l y que podamos contes-
tar, sin dudar, a las siguientes preguntas:
¢Cudles son los datos? ;cudles son las incognitas? ;son las condiciones su-
ficientes para determinar a las incognitas? json insuficientes? ;json redun-
dantes?....

2% Concebir un plan.
Determinar la relacion entre los datos y la incognitas.
De no encontrarse una relacion inmediata puedes considerar problemas
auxiliares.
¢ Conoces problemas relacionados con éste?
JPodrias plantear el problema de forma diferente?
¢ Puedes cambiar la incognita o los datos o ambos si fuera necesario, de tal
forma que la nueva incognita y datos estén en una relacion mas sencilla?...
cHas considerado todas las nociones esenciales del problema?
Obtener finalmente un plan de solucion.
Para nuestro caso:
Escribir las ecuaciones que relacionan datos e incognitas y analizar el siste-
ma que forman.

3% Ejecutar el plan.
Resuelve el sistema por los métodos estudiados.

4. Examinar la solucion obtenida.
Comprobar si las soluciones obtenidas son validas y proceder en consecuen-
cia.

Problemas modelos

1. Alejandra tiene 27 afnos mas que su hija Carmen. Dentro de 8 afios, la edad de Alejandra do-
blara a la de Carmen. ;Cuéntos afios tiene cada una?

Solucién

1°. Comprender el problema.

Es un problema con dos incognitas y dos condiciones, luego suficientes para poder determinar-
las. Llamamos x a la edad de Alejandra e y a la de su hija.

Ordenamos los elementos del problema:

Hoy dentro de 8 aiios
La madre X x+38
La hija y y+8

2°. Concebir un plan.
Escribimos las ecuaciones que relacionan los datos con las incognitas:
x=27+y x+8=2(y +8)
Es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas. Lo resolveremos por el método de
sustitucion.
3° Ejecutar el plan. x=27+y
Entonces: 27+y+8=2(y+8)de donde 35-16=y=y=19,x=46
4° Examinar la solucion obtenida .
La solucion obtenida es factible por ser entera. El método empleado se puede usar en problemas
“similares”.
Nota. En los demas problemas el alumno indicard las cuatro fases.

3« Cémo plantear y resolver problemas”. G. Polya, Edit. Trillas
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2. Un grupo de personas se reune para ir de excursion, juntdndose un total de 20 entre hombres,
mujeres y nifios. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero
de nifios. Ademas, si hubiera acudido una mujer mas, su nimero igualaria al de los hombres.

( Cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.

Solucién . Sean:

hombres X
mujeres y
nifos V4
Luego:
Xx+y+z=20
x+y =3z Es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.
x =y+1 Se resuelve por reduccion:

Restamos a la 1° ecuacion la 2*
z=20-3z = 4z =20 = z =5, sustituyendo en la 2% nos queda:

x +y =15 que junto con la 3* forman un sistema de dos ecuaciones:
x -y =1

Sumando nos queda 2x =16 =>x =8 , y =7

Otra forma

Utilizando el método de Gauss .

1 1 1/{20 1 1 1 20 1 1 1]20
1 1 -3{0|=|0 0 -4[-20|=|0 -2 3|1 |=
1 -1 0] 1 0 -2 3 1 0 0 115

El sistema que resulta es:
x+ y+ z=20

2y+3z=1

z=5

Sustituyendo en la 2° ecuacion
2y=3z-1=14=>y=7
Sustituyendo los valores hallados en la 1* ecuacion:
x =20 -y —z=20-7-5=8

3. Lewis Carroll, autor de Alicia en el pais de las maravillas, propone un problema que puede
enunciarse asi: el consumo en una cafeteria de un vaso de limonada, tres sandwiches y siete
bizcochos ha costado 1 chelin y 2 peniques, mientras que un vaso de limonada, cuatro sandwi-
ches y diez bizcochos vale 1 chelin y 5 peniques. Hallar cudl es el precio:

1°) De un vaso de limonada, un sandwich y un bizcocho.

2°) De dos vasos de limonada, tres sandwiches y cinco bizcochos.

Resolver el problema recordando que 1 chelin vale 12 peniques.

Solucién

Es un problema con tres incdgnitas y sélo dos condiciones, luego los valores de las incognitas
no se podran determinar.

Llamamos : x al precio de un vaso de limonada, y al de un sandwich y z al de un bizcocho.
Entonces: x+3y+ 7z=14 (peniques)

x+4y+10z=17
14) (1 3 7 ‘14}
=
17) "o 1 3 13

1 3 7

1 4 10
el sistema escalonado es:  x + 3y + 7z = 14 (peniques)

y+3z= 3,

que tiene menos ecuaciones que incdgnitas. Es por tanto un sistema compatible indeterminado,
con un grado de libertad.
Haciendo z =t, nos queda X =5+2t, y=3-3t,
Encontremos los precios de las combinaciones que nos piden.
19 x +y+z=(5+2t)+ (3 - 3t) + t =8 peniques. (no depende de t)
2°)2x + 3y + 52=10 + 4t + 9 -9t +5t= 19 peniques.

Lo resolvemos por Gauss: (
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Problemas propuestos

1. Entre ta y yo tenemos 12 60 €. Si lo que yo tengo aumentara en un 14%, entonces tendria el
75% de lo que tienes tu. ;Cudnto tenemos cada uno?

2. Un estudiante obtuvo un 6 en un examen de Matematicas que constaba de tres preguntas. En
la primera pregunta obtuvo una calificacion igual al doble de la calificacion que obtuvo en la
segunda pregunta y en la tercera pregunta obtuvo una calificacion igual a la suma de las califi-
caciones de las otras dos preguntas. Averiguar razonadamente la calificacion de cada pregunta.

3. En una reunion hay 40 personas. La suma del numero de hombres y mujeres triplica el ntime-
ro de nifos. El nimero de mujeres excede en 6 a la suma del nimero de hombres mas el nimero
de nifios. Averiguar razonadamente cuantos hombres, mujeres y nifios hay.

4. Un tren transporta 500 viajeros y la recaudacion del importe de sus billetes asciende a 2115
euros. Calcular de forma razonada cudntos viajeros han pagado el importe total del billete, que
vale 9 euros, cuantos han pagado el 20% del billete y cuantos el 50%, sabiendo que el nimero
de viajeros que han pagado el 20% es el doble del numero de viajeros que han pagado el billete
entero.

5. El precio del billete de una linea de autobts se obtiene sumando dos cantidades, una fija y
otra proporcional a los Km. Recorridos. Por un billete de las poblaciones A y B se ha pagado
20 € y por un billete entre las poblaciones A y C se ha pagado 32 €. Si la distancia de A a C es
el doble de la distancia de A a B, calcular de forma razonada cuénto se tendra que pagar por un
billete a una poblacion que dista de A la mitad que B.

6. Los tres vértices de un triangulo son A(0,1), B(1,2) y C(3,0).
a) Encontrar de forma razonada la ecuacion de la recta paralela al lado AB que pase por el punto
C; b) Hallar el punto de interseccion de esta recta con la recta de ecuacion x +3y=2

7. Un grifo A tarda en llenar un depdsito el doble de tiempo que otro grifo B. Abiertos simulta-
neamente, llenan el deposito en dos horas?. ;Cuanto tarda cada uno por separado?

8. Queremos averiguar las edades de una familia formada por los padres y los dos hijos. Si su-
mamos sus edades de tres en tres obtenemos 100, 73, 74 y 98 afios respectivamente. ;Cual es la
edad de cada uno de ellos?.

9. Los lados de un triangulo ABC miden 2, 3 y 4 m, respectivamente. Hallense lo lado de otro
tridngulo A’B’C’ que es semejante al anterior y tiene 36m de perimetro. Sol. 8, 12y 16.

11. La suma de las tres cifras de un n° es 12, la diferencia entre este nimero y el que resulta al

invertir el orden de sus cifras es 198 y la cifra de las decenas es la media aritmética de las otras
dos cifras. Halla el nimero pedido.
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ANEXO
Ecuaciones de la recta en el plano.

La “ecuacidén de la recta” expresa la condicion que deben de cumplir sus puntos para
pertenecer a ella. Hay distintas formas de dar la ecuacion de una recta. Dependiendo de lo que
conozcamos o para qué la necesitemos usamos una u otra forma de dar la recta. Veremos las
mas usadas.

Ya en otros cursos se han trabajado con rectas y se han usado distintas nombres para sus ecua-
ciones:
- ecuacion “explicita” y = mx +n.
-ecuacion “implicita, general o cartesiana” que viene dada por la expresion: ax +by +c¢ = 0.
-ecuacion punto pendiente de la recta y-yo =m(x-X,) (se usa sobre todo en derivadas, en estadis-
tica bidimensional, en interpolacion lineal.).
En ellas se tiene determinada la pendiente de la recta m (en la implicita m = -a/b).
Ejercicios.
1. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(2, -1) y B(2, 3) en todas las for-
mas que conozcas.
2. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-1, 3) y es paralela a la recta

2x +y =1
Ecuaciones vectorial y paramétricas:
- Recta que pasa por el punto A(a,, a,) y tiene de vector direccion v = (v;,v,)

OX =0A+ AX =G+1tv ecuacién vectorial
En coordenadas (x;, X2)= (a1, az)+ t(vy, v2) y:
A X;=a;+tv,
Xp=a,+tv, ecuaciones paramétricas

Ejemplo 1: la ecuacion vectorial de la recta que pasa
porel punto (2,-1)y tiene el vector de direccion (3, 4) es:

O (X: Y) = (2, '1)+t(3:4)
_ L {x=2+y
Las ecuaciones parametrlcas:
y=—1+4¢

Ecuacion continua
Si eliminamos el parametro t, obtenemos:
X|—a; Xx,—a, ., .
= que se llama ecuacion continua de la recta.
Vi V2

Ejemplo 2: la ecuacion continua de la recta que pasa por (2, -1) y tiene como vector de direc-
cion (3,4) :

x-2 y+l
3 4

Ecuacién cartesiana

Vao(X1-a1)=Vi(X2-2;) VoX| —V1Xp-Voa; +via,=0, que se puede escribir Ax+By+C=0(....)
Ejercicios

1. a)Encuentra la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A(-1, 3) y B(2, 2).

b) Halla la pendiente de r.

2. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-1, 3) en todas las formas que co-
nozcas.

Encuentra la paralela a la recta 2x +y =1 y que pase por A.

3. Dados los puntos del plano (1, 2) y (-3, 1), se pide: a) Encontrar de forma razonada la ecua-
cion de la recta que pasa por ambos puntos, b) deducir si dicha recta es paralela o si corta a la
recta de ecuacion x +4y =5y, ¢) en este ultimo caso, calcular el punto de corte.
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EJERCICIOS REPASO

1. Dados los puntos A(2, -3), B(0, 1) y C(4, 0) hallar:

a) ecuacion de la recta r que pasa por A y B en todas las formas que conozcas.
b) ecuacion implicita de la recta s que pasa por By C.

c) interseccion dery s

d) ecuacion de la recta paralela a r que pase por C

2. Discute y resuelve el sistema, en los casos posibles:
kx+y-z=1
a){ x—2y+z=1
3x+4y-2z=-3

X +y =1
b) my+z=0
x+(m+D)y+mz=m+1

3. Un comerciante desea comprar dos tipos de frigorificos, F, y F,. Los del tipo F; cuestan 300 €
euros y los del tipo F,, 500 €. So6lo dispones de sitio para 20 frigorificos y de 7000 € para hacer
las compras. ;Cuantos frigorificos de cada tipo debe comprar para obtener beneficios maximos
con su venta posterior, sabiendo que en cada frigorifico gana el 30% del precio de compra?

4. En la fabricacion de piensos se utilizan tres ingredientes, P, Q y R. Se dispone de 90 tonela-
dasde P, 90 de Q y 70 de R, y se desea fabricar dos piensos M; y M,. Una tonelada de pienso
M, requiere 2 toneladas de P, 1 de Q y 1 de R y se vende a 12 €; y una tonelada de M, requiere
1 toneladade P,2de Qy 1 deR, ysevendea 10 €. ;Cuantas toneladas de cada pienso deben
facturarse para obtener el mayor beneficio?
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Programacion lineal

INTRODUCCION

La programacion lineal como método de optimacion

La complejidad de nuestra sociedad en cuanto a organizacion general y econdémica exige dispo-

ner de métodos para la planificacion y organizacion de la industria, de los transportes y para la
asignacion de trabajos en forma optima. La programacion lineal (iniciada por Dantzig en 1947),
que es una pequefia parte de todo un cuerpo matematico que se ha venido consolidando en el
siglo XX con el nombre de optimizacién, abarca métodos de resolucion de problemas en los
que se buscan los valores méximos o minimos de funciones del tipo:

f=a x| +asx*..+ax, (llamada funcion objetivo )

cuyas variables x 1,X»,...,X, estan sujetas a unas condiciones restrictivas que se expresan por
medio de desigualdades.

Estudiaremos en esta unidad s6lo el caso de dos variables y para su resolucidon métodos grafi-
COS.

Ejemplo de un problema tipo de programacion lineal

Una empresa fabrica dos clases de lapices. De la clase A a 0,20 €. la unidad y de la clase B a
0,15 €.. unidad.

En la produccién diaria se sabe que: el nimero de la clase B no supera en 1000 unidades a los
de A; entre las dos clases no superan a 3000 unidades y los de la clase B no bajan de 1000 uni-
dades. Hallar el costo maximo y minimo de la produccion diaria.

Vamos a traducir el enunciado al lenguaje algebraico:
Sea x el nimero de unidades fabricadas por dia de la clase A
Sea y el nimero de unidades fabricadas por dia de la clase B
el beneficio obtenido al vender x unidades de A e y envases de B sera :
20x + 15y, entonces consideramos la funcion
f(x,y)=20x + 15y,
que llamaremos funcion objetivo, y queremos hallar x, y para que sea maximo o minimo; X € y
estan sujetas a las siguientes condiciones (restricciones) :
y <x+ 1000
x+y <3000, y=1000
Ademas debe ser:
x>0
Por tanto el problema consiste en hallar x, y de forma que el valor
f=0,20x + 0,15y ( funcidén objetivo ) sea maximo con las condiciones:
y <x+ 1000
X +y <3000
y >1000
x >0
El conjunto de puntos que cumplen estas condiciones se llama conjunto de puntos factibles ( o
region factible).
La solucion factible que haga optima la funcion objetivo se llama solucion éptima.

Para resolver el problema aplicaremos lo que estudiamos en el tema de inecua-
ciones, en 1° Bach
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Inecuaciones (repaso)

Para resolver las inecuaciones se utilizan las propiedades de las desigualdades:
I)siazby b>c=> a >¢
2)sia>b= a+c> b+c, paratodoc
3)sia>b, y ¢c>0 = a.c=b.c
yc<0 = ac<b.c

A) Lineales con una incognita
Sondelaformaa.x+b<0(2>; <,6>)
Ejemplo 1. 3x -6 <0

Solucioén. 3x< 6 =x<2

<
<

Ejemplo 2. -2x +3>5

Solucién. -2x >5-3 =2 = -x>1 y x<-1 ]

Haz una interpretacion grafica. -1

Ejercicios. Resuelve las siguientes inecuaciones:
1.3x-1<5
2.2x-3>3x+1

B) Lineales con dos incognitas

Una inecuacion lineal con dos incognitas es una desigualdad algebraica del tipo:
ax+by+c<0(2; <,6>)

Sus soluciones seran los pares de nimeros (X, y) que hagan cierta la desigualdad.
Ejemplo 3: 2x-5y <0

(1,1) es una solucioén, (1,0) no lo es....

Ejemplo 1: La inecuacion 2x-y > x-2y+4 es equivalente a x +y-4>0 , por tanto es lineal.

Representacion grdfica del conjunto solucion.
Proposicion. Dada una inecuacion equivalente a:
a.xtby+tc>0 6 ax+by+c<0
el conjunto solucion es uno de los semiplanos cuya frontera es la recta:
a. x + by + ¢ =0 (la llamaremos recta auxiliar)
La inecuacion puede escribirse para b= 0
-ax ¢ —-ax c

>———(1 <—==(2
y>= b() y<— b()
y los puntos de la recta auxiliar verifican:

_ @ <

YT T

Los puntos del semiplano superior verifican (1) y los del inferior verifican (2) (la demostracion
es inmediata).

(1)
2
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Ejemplo 4: Resolver graficamente la inecuacion: 2x-5y <0

Solucién
Consideramos la recta 2x-5y=0 y la representamos en el plano \ \
EXI i—
o 10
5 2

La recta divide al plano en dos semiplanos, en este caso, como la inecuacion se puede escribir
y > 2x/5, la solucién es el semiplano superior.

Para sefialar que no esta incluida la recta en el conjunto de las soluciones se ha dibujado ésta
con trazo discontinuo. Si estuviera incluida se dibujaria con trazo continuo.

Ejercicios. Resuelve las siguientes inecuaciones lineales
1. 3x +y<2

2.x-y+1 20

Sistemas de inecuaciones lineales.

*Un sistema de inecuaciones lineales es un conjunto de dos o mas inecuaciones.

Resolver un sistema de inecuaciones es encontrar las soluciones comunes a todas ellas.

Con dos incognitas

Se utilizara la representacion grafica para dar el conjunto solucion de un sistema de inecuacio-

nes (con dos incognitas), que serd la interseccion de los semiplanos. La region del plano que

determinan dichas intersecciones se llama region factible.
x+y<l1

x=2y=>-1 1

Ejemplo 6. Resuelve el sistema {

Solucién.

La solucién es donde se cruzan

/ 1

-1

Ejemplo 7
Representar graficamente las soluciones del sistema:

y <x+ 1000
x +y <3000
y 21000

x >0

Ejercicios. Resuelve los siguientes sistemas:

<1 x20 x20
LT 20 ys0 3.0 yso0

x+2y2>1
x—y<5 x+y<3

Programacion lineal 16



Algebra

La funcidn objetivo y la programacion lineal.

Como ya hemos indicado en la introduccion los problemas de programacién lineal consisten en
hallar los valores 6ptimos (méaximo o minimo) de una funcion del tipo

f(x, y)= ax + by + ¢, llamada funcion objetivo, cuando las variables estan sujetas a unas condi-
ciones que vienen expresadas por inecuaciones lineales y eventualmente también por ecuaciones
lineales. Dichas condiciones se denominas las restricciones.

Resolucion de problemas de programacion lineal. Método gradfico.
Como ya se ha comentado para el nivel de este curso solo se estudiara el método grafico, que
expongo a continuacion:
Consideremos el problema de obtener el valor maximo y minimo de una funcion lineal
f=ax +by sujeta a las restricciones:
apx+apy+b 20

Ay X+ ayy+b,20

R:

apx+a,y+b, 20

Una vez representada graficamente la region factible R, es decir, la solucion del sistema de res-
tricciones, como queremos que f sea 6ptima en R representamos sobre los mismos ejes la recta:
ax + by =0 (3),

Todas las rectas ax + by = k son paralelas a (3), y mas alejadas de ella cuanto mas aumenta k,
por lo tanto elegiremos la paralela a ella, con las siguientes condiciones:

-Ha de pasar por alguno de los puntos factibles (ese punto tendra las coordenadas buscadas)
-Debe estar lo mas alejada posible a (3) si buscamos el maximo, o la mas proéxima si buscamos
un minimo.

Pondremos algunos ejemplos resueltos que ayudaran a entender el método.
Ejemplo 1.

Hallar el maximo de la funcion objetivo sujeta a las resfricciones:

y=0

y<x

y<2-x

Solucion
Dibujamos las rectas auxiliares: 2X +3y=5
y=0,y=x,y=2-x

y la region factible que es la parte rayada. /

Representamos la recta 2x +3y=0, y las paralelas a elld se observa que la mas alejada es la que
toca a R en el punto (1,1), luego el valor maximo es 5 y se alcanza en el (1,1), que es un vértice
de R.

Ejemplo 2. Averiguar si la funcién lineal f = x + 4y tiene maximo y minimo sobre el conjunto
solucién de :

y-x2-3
y+x21
Solucién

Dibujamos el conjunto solucion:

.

es el area rayada. Vemos que no esta acotado.
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En el grafico esta dibujada la recta x + 4y = 0 y el haz de rectas paralelas a la misma, observa-
mos que k puede tomar el valor tan grande como se quiera, por lo que no existe el maximo de f
en ese conjunto. El minimo se alcanza en el tinico punto extremo (2,-1) en que f vale -2.

Pasos para resolver un problema de programacion lineal en el plano.

Los siguientes "pasos" resumen como resolver un problema de p.l. en el plano

Paso 1. Identificar las variables del problema.

Paso 2. Confeccionar una tabla que resuma la informacion facilitada.

Expresar las restricciones o limitaciones dadas en el problema mediante

un sistema de desigualdades relativo a las variables.

Paso 3. Representacion grafica del sistema de desigualdades, determinando el llama-
do conjunto factible.

Paso 4. Establecer la funcion objetivo lineal, que debera ser maximizada o minimizada.
Paso 5. Resolver el problema planteado.

Paso 6. Interpretar los resultados.

Ejemplo 3. Una féabrica de tejidos tiene almacenados 3600 m de tela blanca, 2340 m de tela roja
y 1500 m de tela azul. Para distribuirlas a las sastrerias las empaquetan de dos formas A y B:
paquete A: 30m de tela blanca, 18 de tela roja 'y 10 de tela azul

paquete B: 20m de tela blanca, 15 roja'y 10 azul.

El paquete A cuesta 13500 pta. y el B cuesta 11000 pta. ;Cuantos paquetes debe hacer de cada
tipo para maximizar los ingresos?.

Solucién

Paso 1.

Llamamos x al nimero de paquetes de tipo a e y al nimero de paquetes de tipo B.

Paso 2.

n° blanca roja  azul
paquete A X 30x 18x 10x
paquete By 20y 15y 10y
totales 3600 2340
1500
Restricciones

30x +20y <3600 R,

18x + 15y <2340 R,

10x + 10y <1500 R

Ademads como el numero de paquetes no puede ser negativo se tiene:
x>0
y=0

Paso 3. Dibujamos las rectas auxiliares, 1y, 15, I3

X y X X
0 180 0 | 156 0 150
120 0O 130 0 150 0
puntos de corte de r; puntos de corte de r, puntos de corte de 13

(para no tener que repetir la region factible la pongo so6lo en el paso 5)

Paso 4. La funcién objetivo es:

f(x, y) = 13500x + 11000y

que debe ser maximizada.

Paso 5. Utilizando regla y cartab6dn se localiza el vértice de la region factible mas alejado; es el
(60,80).
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«)M

Paso 6.
La solucioén es 80 paquetes de A y 60 paquetes de B.

Teorema fundamental y cdlculo analitico de soluciones.

Soélo se dejara usar este método como comprobacion de la solucion, en los caso de que debido
a las condiciones del problema (por ejemplo vértices muy proximos) puedan surgir dudas.
Teorema. Si R es un conjunto acotado de soluciones de un sistema de inecuaciones lineales
(conjunto poligonal convexo) con dos incognitas los valores maximo y minimo de f, funcion
objetivo, se alcanzan en puntos extremos.

Teniendo en cuenta el teorema anterior para resolver un problema de programacion lineal, por el
método analitico, haremos lo siguiente:

1) Dibujar la region factible R y ver si esta acotada.

2) Hallar los vértices de R.

3) Calcular los valores de f en estos puntos extremos.

El valor maximo de f en estos puntos es el maximo de f en R. el minimo de f en estos puntos es
el minimo de fen R.

Ejemplo 4. Resolveremos el ejercicio planteado en la introduccion al tema.
La funcion objetivo es en este caso
f=20x +15y

La region factible es

y <x+ 1000
x +y <3000
y 21000

x >0

Los extremos de R son A(0,1000), B(1000,2000), y C(2000,1000).

El valor de f en esos puntos es:

(0,1000)=15000 , £(1000,2000)=50000, f(2000,1000)=55000, luego el valor maximo de f es
55000 y el minimo 15000.
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Ejemplo 5. Una persona para recuperarse de una cierta enfermedad tiene que tomar en su ali-
mentacion dos clases de componentes que llamaremos A y B. Necesita tomar 70 unidades de A
y 120 unidades de B. El médico le da dos tipos de dietas en las que la concentracion de dichos
componentes es:

dieta D;. 2 unidades de A y 3 unidades de B

dieta D,: 1 unidad de A y 2 unidades de B.

Sabiendo que el precio de la dieta D; es 2,5 €. y el de la dieta D, es 1,45 €. ;cual es la distribu-
cion Optima para el menor coste?

Solucion:
Lo resolveremos graficamente.

Sean x e y el nimero de dietas D,y
La funcion objetivo es:

respectivamente.

C(xy)=25x+145y
Las restricciones son :

2x +y =170
3x+2y>120

x>0, y=20

X
0 0
29 -50

Los vértices de la region factible son: (0,0),(0,60), (20,30) y (40,0)
Se observa en el grafico que la solucion dptima es 20 D y 30 dietas D,.

Comprobarlo analiticamente.

Problemas propuestos

1. E1 INSERSO debe organizar un viaje para 800 personas con cierta empresa que dispone de 16
autobuses de 40 plazas cada uno y 20 autobuses de 50 plazas cada uno. El alquiler de un auto-
bus pequefio cuesta 3000 ptas y el alquiler de un autobus grande cuesta 4000ptas.

Averiguar razonadamente cudntos autobuses de cada clase hay que contratar para minimizar el
coste y cudl seria el minimo coste, sabiendo que la empresa solo dispone de 18 conductores.

2. La funcién f(x ,y)= 2x +3y esta definida en el poligono de vértices (0,0), (6,0), (6,8), (4,12) y
(0.15). Determinar de forma razonada todos los puntos en los que la funcion f alcanza un maxi-
mo. Justificar de forma razonada si dicho méximo se alcanza en un solo punto o no. ;En qué
punto o puntos se alcanza el maximo? ;Cudl es el valor maximo?

3.Una industria fabrica boligrafos que vende .a 400 ptas cada uno y plumas estilograficas que
vende a 1200 ptas. cada una. Las maquinas limitan la produccion de manera que cada dia no se
pueden producir mas de 200 boligrafos ni mas de 150 plumas estilograficas, y el total de la pro-
duccién (boligrafos mas plumas) no puede superar las 250 unidades. La industria vende siempre
toda la produccion. Deduzca razonadamente cuantos boligrafos y plumas estilograficas ha de
producir al dia para maximizar el beneficio y cual seria aquel.
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4. Una fabrica produce lamparas normales a 9 € cada una y focos halégenos a 12 € cada uno.
La capacidad maxima diaria de fabricacion es de 1000, entre lamparas normales y focos halo-
genos, si bien, no se pueden fabricar mas de 800 lamparas normales ni mas de 600 focos halo-
genos.

Se sabe que la fabrica vende toda la produccion. Averiguar de forma razonada cuanta lamparas
y cuantos focos ha de producir para obtener la maxima facturacion posible y cual seria ésta.

5. Se considera la region factible dada por el siguiente conjunto de restricciones:

x+y<5

x+3y29

x=20, y=20
Representar la region factible que determina el sistema de inecuaciones anterior y hallar de for-
ma razonada el punto o puntos de la region factible donde las siguientes funciones alcanzan su
maximo y minimo: a) f(x, y)=2x +3y,
b) flx, y)=y —x

6. Se dispone de 120 refrescos de cola con cafeina y de 180 refrescos de cola sin cafeina. Los
refrescos se venden en paquetes de dos tipos. Los paquetes de tipo A contienen tres refrescos
con cafeina y tres sin cafeina, y los de tipo B contienen dos con cafeina y cuatro sin cafeina. El
vendedor gana 6 euros por cada paquete que venda de tipo A y 5 euros por cada uno que vende
de tipo B. Calcular de forma razonada cuantos paquetes de cada tipo debe vender para maximi-
zar los beneficios y calcular éste.

7. Se pretende invertir en dos productos financieros A y B. La inversion en B ha de ser al menos
de 3000 € y no se quiere invertir en A mas del doble de B. Se supone que A proporcionara un
beneficio del 10% y B del 5%. Si se dispone de 12000 €, calcular de forma razonada cuanto se
debe invertir en cada producto para maximizar el beneficio y determinar éste.

8. Una empresa dispone de un maximo de 16000 unidades de un producto que puede vender en
unidades sueltas o en lotes de cuatro unidades. Para empaquetar un lote de cuatro unidades se
necesita el triple de material que para empaquetar una unidad suelta. Si se dispone de material
para empaquetar 15000 unidades sueltas, y si el beneficio que se obtiene por la venta de cada
unidad suelta es de 2 € y de cada lote de cuatro unidades es de 7 €, calcular de forma razonada
el numero de unidades sueltas y de lotes de cuatro unidades que hay que preparar para maximi-
zar el beneficio y calcular éste.

9. Si el conjunto factible (de un problema de p. 1.) viene dado por las inecuaciones:

2x +y<6
x+2y<4
x>0
y>0
y la funcidén objetivo es f(x, y) = 2x + 4y ¢, Puede tener el problema solucion tnica ?. Razona la
respuesta. Comprueba tu afirmacion resolviendo el problema por el método grafico.

*10. Una empresa recibe el encargo de distribuir dos productos diferentes, A y B. La empresa
cobral50 ptas. por cada unidad del producto A que llega a su destino y 100 ptas. por cada una
del, el numero de unidades repartidas del producto A no debe superar a la mitad del nimero de
unidades repartidas del producto B y el total no puede ser superior a 250 unidades.

a) Hallar la funcién lineal que debe ser optimizada para obtener un beneficio maximo.

b) Hallar las restricciones y representar graficamente el conjunto factible.

producto B, pero debe distribuir, al menos, 50 unidades del producto A y, al menos 100 del
producto B. Ademas c) ;Qué cantidades seran repartidas para maximizar el beneficio?.

d) Teniendo en cuenta que las soluciones deben ser enteras, elige un punto del conjunto factible
representado por un par de numeros enteros y de forma que el beneficio no sea inferior a 29000
ptas.
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